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Kurzfassung. Durch den Einsatz von Fuzzy-Methoden ergeben sich neue Moglich-
keiten bei der Analyse impréziser, vager und unscharfer Daten. In diesem Aufsatz
geben wir zuniichst einen Uberblick iiber Methoden, die eine statistische Analyse
von unscharfen Daten (Fuzzy-Daten) erlauben. Wir betrachten dann den Spezialfall
mengenwertiger Daten, der in jiingster Zeit in einigen Bereichen der explorativen
Datenanalyse eine wichtige Rolle spielt. Derartige Daten lassen sich gut durch das
Lernen possibilistischer graphischer Modelle bearbeiten. Wir skizzieren die Theorie
dieser Technik und zeigen seine erfolgreiche Anwendung an einem Beispiel.

17.1 Fuzzy-Datenanalyse

Das Gebiet der Datenanalyse entwickelt sich rasch, da wegen der Menge derzeit
erfaffter und der Auswertung harrender Daten einfach zu handhabende und leicht
zu verstehende Analysetechniken in vielen Bereichen der Industrie, der Medizin etc.
benétigt werden. Die Fuzzy-Datenanalyse erfreut sich wachsender Beliebtheit, weil
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die im Bereich der Fuzzy-Systeme entwickelten Methoden oft besonders leicht zu
verstehen und daher einfach anzuwenden sind — wie ja schon die Entwicklung und
der Einsatz der Fuzzy-Regelungstechnik zeigte.

Leider stimmt diese Einschitzung fiir die Fuzzy-Datenanalyse nur zum Teil,
wie wir in diesem Aufsatz zeigen. (Fuzzy-Daten)-Analysen sind in Wahrheit ziemlich
kompliziert, da mit ihnen versucht wird, statistische Aussagen aus unscharfen Daten
abzuleiten. Nun ist aber schon die statistische Analyse scharfer Daten nicht immer
einfach. Beriicksichtigt man Unschirfe wie Imprazision und Vagheit, fiithrt dies oft
zu ziemlich komplizierten Modellen. Einige Resultate aus diesem Bereich werden im
Abschnitt 17.3 beschrieben.

Einfacher sind Fuzzy-(Datenanalysen) durchzufiihren, denn hier hat man es
meist mit gewohnlichen (scharfen, hochstens mengenwertigen) Daten zu tun, die mit
(einfachen) Fuzzy-Methoden analysiert werden. Zu diesem Bereich gehoren z.B. die
Fuzzy-Clusteranalyse [2, 26] und das Lernen (possibilistischer) graphischer Modelle
(auch (possibilistische) Schluifolgerungsnetze genannt) aus Daten [14]. In diesem
Beitrag beschrinken wir uns darauf, letzteres zu skizzieren und das Anwendungspo-
tential dieser Methode fiir den Bereich der explorativen Datenanalyse aufzuzeigen
(sieche Abschnitt 17.5). Im Abschnitt 17.6 wird anhand eines Beispiels der erfolgrei-
che Einsatz dieser neuen Methode demonstriert.

17.2 Fuzzy-Mengen und ihre Interpretation

In der Praxis — sowohl in der Industrie als auch in der Medizin und in anderen
Bereichen — liegen Informationen oft nur in unscharfer sprachlicher Form vor, z.B.
in Form von Aussagen wie ,,Der Patient W. hat hohen Blutdruck.“ Solche Aussagen
bezeichnet man auch als linguistische Daten. Obwohl Menschen i.a. wenig Probleme
haben, mit solchen Daten umzugehen (d.h. die in natiirlichsprachlichen Aussagen
steckende Information zu verstehen und z.B. beim Treffen von Entscheidungen aus-
zunutzen), ist die mathematische Analyse linguistischer Daten ziemlich kompliziert.
Das liegt vor allem daran, daf viele Begriffe natiirlicher Sprachen vage sind (Was
bedeutet ,,hoher Blutdruck“ genau?), das klassische statistische Instrumentarium
aber auf die Untersuchung préziser Zahlenwerte ausgerichtet ist.

Ein gangbarer Weg, die Schwierigkeiten zu iiberwinden, besteht darin, sprach-
liche Ausdriicke wie ,,hoher Blutdruck® u.i. in geeignete Fuzzy-Mengen zu ,,iiber-
setzen“. Der sprachliche Ausdruck wird dazu durch eine unscharfe Menge (Fuzzy-
Menge) z.B. reeller Zahlen dargestellt, wobei ,unscharf* bzw. ,,fuzzy“ bedeutet, daf§
es zwar einige Zahlenwerte gibt, die sicher zu der Menge gehtren und andere, die
sicher nicht zu ihr gehéren, dazwischen aber eine ,,penumbra® (ein ,, Halbschatten*)
von Zahlenwerten liegt, die nur zu einem gewissen Grade der Menge angehéren. Die-
ser ,,Halbschatten® soll die unscharfen Grenzen (der Anwendbarkeit) eines sprach-
lichen Ausdrucks widerspiegeln.

Natiirlich hdngt die Wahl der Fuzzy-Menge vom Kontext ab — z.B. wird
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ywarm® im Zusammenhang mit Speisen durch eine andere Fuzzy-Menge von Tem-
peraturwerten dargestellt werden miissen als im Zusammenhang mit Kraftfahrzeug-
Motoren. Aber auch bei gegebenem Kontext mufl die Semantik der Fuzzy-Menge
genau festgelegt werden, da zunéchst nicht klar ist, was ,graduelle Zugehorigkeit*
zu einer Menge bedeuten soll. Wir betrachten in diesem Aufsatz zwei verschiedene
Interpretationen von Fuzzy-Mengen [21], ndmlich die physikalische und die episte-
mische Interpretation.

Im ersten Fall fassen wir die Fuzzy-Menge als Beschreibung eines realen un-
scharfen Objektes oder Zustandes auf. D.h. die durch die Fuzzy-Menge dargestellte
Unschérfe wird als Eigenschaft der physikalischen Realitéit aufgefaflt und nicht als
Figenschaft etwa der Sprache, die eine scharfe Realitdt nur unscharf beschreibt.
Diese Sichtweise findet man z.B. bei der Analyse von Grauwertbildern: Graustufen
zwischen Schwarz und Weif zeigen in dieser Interpretation unscharfe Objektgrenzen
an und sind nicht eine unscharfe Beschreibung scharfer Objektgrenzen. Ein anschau-
liches Beispiel ist der Begriff ,Nase“, der durch eine Fuzzy-Menge von Raumpunkten
(oder, bei einem Bild, von Punkten in der Ebene) beschrieben werden kénnte. Die
Nase eines Menschen geht iiber in seine Wangen, seine Stirn, etc. Es gibt keine
(natiirliche) scharfe Grenze, die diese Gesichtspartien voneinander trennt — nicht
einmal bei einem ganz bestimmten Menschen, geschweige denn bei allen Menschen
in gleicher Weise. In dieser (der physikalischen) Deutung wird eine Fuzzy-Menge als
unverdnderliches mathematisches Objekt aufgefafit, da ja die Unschérfe der Realitéit
entspringt und sich folglich nicht z.B. durch zusétzliche Informationen (gewonnen
etwa durch genauere Beobachtungen) verringern 148t.

Im zweiten Fall, der epistemischen Interpretation, werden Fuzzy-Mengen be-
nutzt, um Unsicherheit {iber einen (scharfen) wahren Wert zu modellieren, etwa,
weil es die Beobachtungs- und Mefimoglichkeiten nicht zulassen, den wahren Wert
eindeutig zu bestimmen. Die durch die Fuzzy-Menge dargestellte Unschérfe spiegelt
hier die Unvollkommenheit unserer Erkenntnis der Realitidt wider (daher epistemi-
sche Interpretation) und ist nicht Eigenschaft dieser Realitdt. Diese gilt vielmehr
als scharf, d.h. als auf einen bestimmten Zustand festgelegt. So hat z.B. ein Patient
zu einem gegebenen Zeitpunkt einen bestimmten Blutdruck. Wir kénnten ihn im
Prinzip genau messen. Steht uns aber kein Mefgerdt zur Verfiigung und miissen
wir uns daher mit indirekten Anzeichen begniigen (z.B. Rétung des Gesichts o.4.),
so bleibt uns nur {ibrig, uns mit einer Aussage wie ,,Der Patient W. hat hohen
Blutdruck.“ zu bescheiden. Aber auch eine solche Aussage schrinkt die Menge
moglicher Werte fiir den tatsdchlichen Blutdruck ein; er 148t einige Werte mehr,
andere weniger plausibel erscheinen. In dieser Interpretation ist eine Fuzzy-Menge
daher eine Quantifizierung der Moglichkeit verschiedener Zusténde oder Ereignisse.
Sie ist folglich kein unverédnderliches mathematisches Objekt, sondern wird durch
neue Informationen, etwa die Beobachtung weiterer indirekter Anzeichen, verandert.
In der epistemischen Interpretation werden Fuzzy-Mengen auch (fiir Wahrschein-
lichkeitstheoretiker u.U. etwas irrefithrend) als Possibilititsverteilungen bezeichnet
[56, 9]. In der Tat konkurrieren sie in dieser Interpretation mit einer wahrschein-
lichkeitstheoretischen Beschreibung, da ja Wahrscheinlichkeitsverteilungen ebenfalls
Quantifizierungen der Moglichkeit von Zustédnden oder Ereignissen sind.
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Natiirlich gibt es Beziehungen zwischen den beiden Interpretationen. So indu-
ziert eine Fuzzy-Menge in physikalischer Interpretation eine (sinnvollerweise formal
identische) Possibilitatsverteilung. Diese Possibilitdtsverteilung gibt an, wie plausi-
bel bestimmte Werte sind, wenn der wahre Wert durch den sprachlichen Ausdruck
beschrieben wird, der in die Fuzzy-Menge ,iibersetzt“ wurde. Z.B. beschreibt die
durch die Fuzzy-Menge zum Begriff ,,Nase* induzierte Possibilitdtsverteilung, wie
plausibel es ist, dal in der Aussage ,Er hat einen Fleck auf der Nase.“ mit dem
Ausdruck ,auf der Nase“ bestimmte Raumpunkte im Gesicht eines Menschen ge-
meint sind. Denn der Fleck hat natiirlich eine bestimmte Lage, die aber durch den
Ausdruck ,auf der Nase“ unscharf beschrieben wird.

Umgekehrt kann man einen Begriff zur Bezeichnung eines (physikalischen) Ob-
jektes oder Zustandes definieren, indem man eine Possibilitdtsverteilung zum Kon-
zept erhebt. Ein Arzt konnte etwa iiber ein Mefigerit verfiigen, dafl ihm eine nicht
ganz exakte Beobachtung eines physiologischen Merkmals erlaubt. Er stellt nun
fest, dal ein bestimmtes MeBergebnis mit einer bestimmten Krankheit verbunden
ist. Daher definiert er ein entsprechendes Symptom, das die Krankheit anzeigt. Die-
ses Symptom wird nun durch eine Fuzzy-Menge dargestellt, die sich aus der von dem
MeBgerit gelieferten Possibilitédtsverteilung ergibt (wir hatten ja angenommen, daf
es keine exakte Messung des physiologischen Zustandes erlaubt).

17.3 Statistik mit unscharfen Daten

Der Unterschied zwischen den im vorstehenden Abschnitt besprochenen Interpre-
tationen (den man ja auch schon bei der Interpretation von gewohnlichen Mengen
findet) spielt im folgenden eine wichtige Rolle: Will man Fuzzy-Daten statistisch
analysieren, so mufl man natiirlich die Semantik der Fuzzy-Mengen beriicksichti-
gen.

Verwendet man die physikalische Interpretation, so mufl man eine Statistik
aufbauen, in der statt Zahlen Fuzzy-Mengen zur Beschreibung von Merkmalen ver-
wendet werden. In diesem Fall werden Zufallsprozesse modelliert, durch die z.B. eine
Fuzzy-Menge aus einer Menge moglicher Fuzzy-Mengen ausgewihlt wird, genauso,
wie bei einer gewohnlichen Zufallsvariable durch einen Zufallsprozef ein Zahlenwert
aus ihrem Wertebereich ausgewihlt wird. Man kann folglich im Prinzip die Metho-
den der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik nutzen. Allerdings sind
diese Methoden so zu erweitern, dafl man z.B. Erwartungswerte, Varianzen etc. fiir
Zufallsvariablen berechnen kann, deren Werte Fuzzy-Mengen sind. Hat man etwa
Fuzzy-Mengen iiber Raumpunkte, die jeweils die Nase einer bestimmten Person be-
schreiben, und hat man eine Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber den Personen, so
mochte man als Erwartungswert eine Fuzzy-Menge erhalten, die eine Art ,,Durch-
schnittsnase“ beschreibt.! Der Schliissel zur Erweiterung der Wahrscheinlichkeits-
theorie auf Nichtstandarddaten wie Fuzzy-Mengen ist gewthnlich der Beweis eines

1 Man beachte, daB eine solche Erwartungswertbildung kein Widerspruch zur Unverznderlichkeit
der Fuzzy-Mengen in der physikalischen Interpretation ist, denn die sich als Erwartungswert
ergebende Fuzzy-Menge braucht kein reales Objekt zu beschreiben. Beim Wiirfeln mit einem
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»starken Gesetzes der groflen Zahlen“. Kann man dieses Gesetz zeigen, so gelingt
oft auch der Beweis einer Verallgemeinerung weiterer aus der klassischen Statistik
bekannter Sétze.

Eine Erweiterung der Statistik auf mengenwertige Daten gibt es schon seit
langerem [40, 29, 50]. Die Daten sind hier (scharfe) Mengen, die Zufilligkeit ihrer
Auswahl wird iiber einen gewohnlichen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, S, P) und ei-
ne Abbildung X : Q© — 2P modelliert, wobei D eine geeignete Menge ist, deren
Teilmengen als Daten auftreten konnen. Die Abbildung X wird als zufdllige Men-
ge (random set) bezeichnet; formal ist sie nichts anderes als eine mengenwertige
Zufallsvariable. Ein starkes Gesetz der groflen Zahlen wurde fiir zufillige Mengen
schon frith bewiesen [1]. Einen Uberblick iiber neuere Resultate in diesem Bereich
gibt [23].

Mochte man nun statt einfacher Mengen moglicher Werte unscharfe Beschrei-
bungen in Form von Fuzzy-Mengen verwenden, so kann man auf die o.g. Arbeiten
zuriickgreifen und die Ergebnisse von Mengen auf Fuzzy-Mengen erweitern. Viele
solcher sogenannten , Fuzzifizierungen“ (Verallgemeinerungen auf Fuzzy-Mengen)
wurden von 1975 bis 1985 fiir unterschiedliche Bereiche der Mathematik — nicht
nur fiir die Statistik — vorgenommen. Die Fuzzifizierung des starken Gesetzes der
grofien Zahlen fiir zufillige Mengen wurde von [46] vorgeschlagen und dann in [30]
bewiesen. Die zugrundeliegende Theorie ist ziemlich kompliziert, da die Beweistech-
niken auf Banach-R&ume zuriickgreifen miissen. Hauptproblem ist die Wahl einer
geeigneten Metrik (Abstandsfunktion) fiir Fuzzy-Mengen. Oft wird ein verallgemei-
nerter Hausdorff-Abstand benutzt.

Verwendet man statt der physikalischen die epistemische Interpretation von
Fuzzy-Mengen, so mufl man einen anderen Ansatz wéhlen, da hier der Wert eines
Merkmals nach wie vor ein scharfer Wert ist (wie in der klassischen Statistik) und die
Fuzzy-Menge einen Anteil an der Beschreibung der Unsicherheit iiber seinen Wert
hat. Hier geht man davon aus, dafl ein gewthnlicher Zufallsprozefl vorliegt, der wie
iiblich durch eine Zufallsvariable U : ) — IR beschrieben werden kann. Man nimmt
jedoch an, dafl die Werte, die diese Zufallsvariable annimmt, nicht mit der nétigen
Prizision beobachtet werden koénnen. Der Beobachter erhélt nur Beschreibungen in
Form von Fuzzy-Mengen (genauer: Possibilititsverteilungen). Diese Situation wird
durch eine Abbildung X : Q — F(R) (wobei F(IR) die Menge aller Fuzzy-Mengen
iiber den reellen Zahlen ist) modelliert. X ist eine Zufallsvariable, deren Werte
Fuzzy-Mengen sind, die jeweils eine unscharfe Beobachtung beschreiben. Sie wird
auch als Fuzzy-Zufallsvariable bezeichnet. In [38] wird die obige Sichtweise erst-
mals in der Literatur bekannt gemacht. Methodisch ist sie ein Unsicherheitskonzept
zweiter Ordnung, da hier die beiden Unsicherheitskonzepte Zufilligkeit (Auswahl
des wahren Wertes) und Moglichkeit (unscharfe Beschreibung seiner Beobachtung)
gleichzeitig benutzt werden.

Die Idee einer Verallgemeinerung der Statistik auf Fuzzy-Daten in der episte-
mischen Interpretation besteht darin, eine Fuzzy-Zufallsvariable X : Q — F(IR) als
(unscharfe) Beobachtung einer nicht zugéinglichen Zufallsvariablen, des sogenannten
Originals Uy von X, anzusehen. Jede Zufallsvariable U € U ist damit als mogliches

gewOhnlichen Wiirfel ist der Erwartungswert 3.5 der Augenzahl auch kein mégliches Ereignis.
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Original von X in Betracht zu ziehen. Die Moglichkeit, dal U Original von X ist,
wird mit dem Grad inf,cq{(X(w))(U(w))} bewertet. (Die Wahl des inf-Operators
1a8t sich mit dem Prinzip der minimalen Spezifizitit aus der Possibilitédtstheorie
begriinden [37].) Man erhilt so eine Fuzzy-Menge Origy auf der Menge U der Zu-
fallsvariablen

Origy U — [0,1], U = inf {(X(w)) (U (),

die das unscharfe Wissen vollstéindig beschreibt. (Hier zeigen sich Beziehungen zur
Theorie der zufilligen Mengen: Fiir jedes o > 0 ist die a-Niveaumenge von Origy
gleich der Menge der sogenannten Selektoren der zufilligen Menge X, : Q — 2%,
Xa(w) = [X(@)]a [34])

Mit Hilfe des bereits erwidhnten Prinzips der minimalen Spezifizitdt kann man
verschiedene Kernaussagen der Fuzzy-Mengentheorie wie z.B. das Extensionsprinzip
ableiten. Mit Hilfe dieses Prinzips wiederum lassen sich Begriffe der klassischen
Statistik auf Fuzzy-Mengen verallgemeinern. So kann man z.B. die Abbildung E :
U — R, die jeder Zufallsvariablen (im Falle der Existenz) ihren Erwartungswert
zuordnet, mit dem Extensionsprinzip auf Fuzzy-Teilmengen von U erweitern. Fiir
die Fuzzy-Mengen Origy erhilt man

E(Origy)(t) = sup {muawmwmﬁ.

Uel:E(U)=t (weL

Diese Fuzzy-Menge wird als Erwartungswert der Fuzzy-Zufallsvariablen X bezeich-
net.

Das starke Gesetz der grofien Zahlen fiir Fuzzy-Zufallsvariablen wurde in [31,
32] bewiesen. Mittlerweile gibt es eine ganze Reihe von Varianten dieses Geset-
zes wie z.B. [42, 41, 45] sowie Verallgemeinerungen des zentralen Grenzwertsatzes,
des Theorems von Glinenko-Cartelli, Parameterschitzungen und Fuzzy-Tests. Diese
Methoden sind in einem Programmsystem namens SOLD (Statistics On Linguistic
Data) verfiigbar, das im Rahmen einer Kooperation der TU Braunschweig mit der
Siemens AG in Miinchen implementiert wurde [33, 35].

Allgemein kann man aus der Untersuchung der in diesem Abschnitt angespro-
chenen Verfahren den Schlufl ziehen, daf§ es sehr rechenaufwendig ist, wenn man
versucht, zwei unterschiedliche Ansétze zur Beschreibung unvollkommener Infor-
mationen — etwa die Wahrscheinlichkeitstheorie zur Beschreibung von Unsicherheit
und die Fuzzy-Mengentheorie zur Beschreibung von Vagheit — parallel zu benut-
zen. Das gleiche gilt auch fiir vergleichbare in der Literatur bekannt gewordene
Ansitze wie die possibilistischen Mengen [25, 7], das GoM-Modell [43], die Fuzzy-
Informationssysteme [52, 22, 21] und die Bayesschen Analysen von Fuzzy-Daten [53].
Viele niitzliche Hinweise fiir die Anwendung der genannten Ansitze findet man in
den Monographien [2, 3].

Da, wie gesagt, die parallele Verwendung zweier unterschiedlicher Ansétze zur
Modellierung unvollkommener Informationen rechenaufwendig ist, sind Ansétze ge-
fragt, die in der Lage sind, unterschiedliche Aspekte unvollkommener Information in
einem gemeinsamen Kalkiil darzustellen. Im Falle von Fuzzy-Mengen in der physika-
lischen Interpretation sind solche Versuche sicher problematisch, bei Fuzzy-Mengen
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in der epistemischen Interpretation jedoch leicht md&glich: Die Possibilitétstheorie
stellt hier einen geeigneten Rahmen bereit. Zwar lielen sich im Prinzip wohl auch
alle auftretenden Probleme mit rein probabilistischen Methoden behandeln, doch
erscheint die Possibilitdtstheorie wegen ihrer Einfachheit oft als sinnvolle Alternati-
ve. Das gilt insbesondere in einigen Bereichen der explorativen Datenanalyse (Data
Mining) [55], wo man schon aus Komplexititsgriinden oft mit Heuristiken arbeiten
muf}, so dafl eventuelle Verluste gegeniiber einer wahrscheinlichkeitstheoretischen
Behandlung vernachlassigt werden koénnen.

17.4 Possibilitdtsverteilungen und ihre Interpretation

Wie bereits oben gesagt (sieche Abschnitt 17.2), dienen Possibilitdtsverteilungen —
wie auch die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der klassischen Wahrscheinlichkeits-
theorie — der Modellierung von Unsicherheit iiber einen wahren, aber unbekannten
Zustand der Wirklichkeit. Z.B. kann man die Unsicherheit iiber die (tatsichliche)
Korpergrofle einer bestimmten, als ,,gro3“ bezeichneten Person P. im Kontext mit-
teleuropéischer erwachsener Ménner darstellen, indem man eine Fuzzy-Menge p
iiber dem Intervall [0, 250] (cm) als Interpretation des vagen Begriffes ,,grof3* wiihlt.
Diese kann dann (epistemisch) so gedeutet werden: Wenn jemand sagt, P. sei ,,grof8“,
so bringt er zum Ausdruck, daf fiir jede Korpergrofle x aus der Referenzmenge
[0,250] durch den Wert p(z) der Moglichkeitsgrad angegeben wird, mit dem P. ei-
ne Koérpergroe von « cm hat. p(z) = 0 bedeutet, dafl es unmoglich ist, dafi P.
2z cm mifit (wenn man ihn als ,gro“ bezeichnet), wihrend p(z) = 1 bedeutet,
daBl die Moglichkeit, da8 P. « cm grof} ist, in keiner Weise eingeschrinkt werden
kann. Fiir das obige Beispiel wird man etwa fiir die Person P. eine Korpergrofie von
weniger als 160 cm als unmdoglich und eine Korpergréfie von mehr als 190 cm als
uneingeschriinkt moglich ansehen (wenn P. als ,,grof3* bezeichnet wird). Folglich ist
pu(x) =0 fiir z € [0,160) und p(x) = 1 fiir z € (190, 250]. Fiir das Intervall [160, 190]
wird man dagegen Zwischenwerte bevorzugen, also Moglichkeitsgrade p(z) aus dem
offenen Intervall (0,1) wéhlen.

Dieser intuitive Zugang zum Begriff der Possibilitdtsverteilung ist natiirlich
nicht ausreichend, um eine prizise Semantik von Possibilitdtsverteilungen festzu-
legen. Insbesondere ist noch unklar, was ein Moglichkeitsgrad zwischen 0 und 1
genau bedeuten soll, da ja der Begriff ,,moglich® im alltdglichen, natiirlichsprachli-
chen Gebrauch zweiwertig ist: Entweder etwas ist moglich oder es ist nicht moglich.
Ahnlich wie beim Wahrscheinlichkeitsbegriff gibt es daher verschiedene Ansitze zur
Festlegung einer Semantik von Possibilitatsverteilungen, auf die wir im folgenden
kurz eingehen.

Zuvor bemerken wir jedoch, dafi man dem Semantikproblem — wenigstens
mathematisch — auch durch einen axiomatischen Zugang iiber die Einfithrung sub-
additiver Mafle entgehen kann [9, 10] — genauso wie die Wahrscheinlichkeitstheorie
dem Semantikproblem durch die Kolmogoroffsche Axiomatisierung des Wahrschein-
lichkeitsbegriffs als additives Mafl ausweicht. Dafl man in der Possibilitédtstheorie
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nicht-additive Mafle benutzt, liegt im wesentlichen daran, dafl man durch Possi-
bilitdtsverteilungen Unsicherheit und Imprézision gleichzeitig modelliert, wihrend
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung nur Unsicherheit bei prézisen Daten beschreibt,
wie dies z.B. durch die Elementaritit der Werte von Zufallsvariablen zum Aus-
druck gebracht wird. Daf} eine Possibilitdtsverteilung auch Imprézision modelliert,
1éB8t sich sehr gut anhand einer (analog zu dem obigen Beispiel) iiber dem Intervall
[0,250] (cm) definierten Possibilitéitsverteilung p sehen, die fiir € [180,190] den
Wert 1 annimmt, und sonst 0 ist. Dient die Verteilung p dazu, die Kérpergrofe einer
Person P. anzugeben, so bedeutet dies, dafl es fiir uneingeschrinkt moéglich gehalten
wird, dafl P. zwischen 180 cm und 190 cm mif}t, alle anderen Koérperhéhen jedoch
ausgeschlossen sind. Die Koérpergrofie wird folglich impriizise (durch ein Intervall
moglicher Werte) beschrieben.

Wenden wir uns nun der Semantik von Possibilitdtsverteilungen zu. Neben der
bereits erwahnten epistemischen Interpretation von Fuzzy-Mengen als Possibilitéats-
verteilungen [56] ist ein weiterer vielversprechender Weg zu einer Semantik von Pos-
sibilitdtsverteilungen ihre Interpretation als informationskomprimierte Darstellung
einer Datenbank mit Unsicherheit behafteter, eventuell auch impréziser (mengen-
wertiger) Fallbeispiele. Die unscharfe Beschreibung der Korpergrofie von P. kénnte
man dann etwa auf eine Menge von Betrachtungskontexten beziehen (z.B. Vergleich
mit anderen (ungefiihr) , gleich grofien® Personen, deren Korpergrofen man durch
scharf begrenzte Intervalle angeben kann), um dann mit Hilfe einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung {iber diesen Betrachtungskontexten deren Auswahlwahrschein-
lichkeit zur (impréizisen) Beschreibung der KérpergroBe von P. zu quantifizieren.
Fiir die formale Darstellung empfiehlt sich hier die Verwendung von Zufallsmengen
mit der zusétzlichen Semantik der oben erwihnten Betrachtungskontexte. Possi-
bilitétsverteilungen sind bei dieser Sichtweise als (nicht-normalisierte) Ein-Punkt-
Uberdeckungen von (generalisierten) Zufallsmengen interpretierbar [44, 24]. Dies
fithrt im sogenannten Kontextmodell [15] auf einen sehr vielversprechenden seman-
tischen Rahmen [14, 20]. In diesem Rahmen 1a8t sich beispielsweise das aus der
Theorie der Fuzzy-Mengen bekannte, in seinen Anwendungen jedoch eher fiir die
Possibilitatstheorie typische Extensionsprinzip als einzig sinnvolle, mit der obigen
Semantik vereinbare Erweiterung mengenwertiger Operationen zu entsprechenden
Operationen auf Possibilitdtsverteilungen nachweisen [14].

Mengenwertige Abbildungen auf Wahrscheinlichkeitsrdumen zu verwenden, um
unsichere und imprézise Daten handhaben zu konnen, ist eine seit langem bekann-
te Vorgehensweise [8, 51, 28]. Aus diesem Grund haben sich historisch auch noch
andere Sichtweisen von Possibilitéitsverteilungen etablieren konnen, z.B. Possibi-
litidtsverteilungen als Konturfunktionen konsonanter Belief-Funktionen [49] und als
Falling Shadows im Sinne der mengenwertigen Statistik [54]. Dariiber hinaus gibt
es auch noch die — fiir diesen Aufsatz allerdings weniger wichtigen — Arbeiten,
in denen die Possibilitédtstheorie als qualitative Unsicherheitstheorie im Rahmen
der possibilistischen Logik gesehen wird [11]. Trotz der auf den ersten Blick sehr
unterschiedlichen Darstellungsweisen sind Beziehungen zwischen den logischen und
numerischen Kalkiilen herstellbar. Sie beruhen im wesentlichen darauf, daf§ Pos-
sibilitdtsgrade auch bei den numerischen, auf Beschreibungen mit Zufallsmengen
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basierenden Ansitzen wegen der beim Ubergang zu Possibilitétsverteilungen auftre-
tenden Informationskompression im Gegensatz zu Wahrscheinlichkeiten keine Un-
sicherheitsarithmetik mehr zulassen. Stattdessen mufl man sich auf Operationen
beschranken, die mit der Ordnungsstruktur der Menge zuléssiger Possibilitéitsgrade
vereinbar sind. Diese Erkenntnis brachte in der jiingsten Forschung die Entwicklung
einer von der Arithmetik der Entscheidungstheorie von [48] losgeloste possibilisti-
sche Entscheidungstheorie mit eigener Axiomatik hervor [12], die in letzter Konse-
quenz die Possibilitédtstheorie als eigenstdndige normative Theorie zur Modellierung
von Unsicherheit und Imprézision etablieren wird.

17.5 Possibilistische graphische Modelle

Sollen Informationen in einem wissensbasierten System dargestellt und verarbeitet
werden, so ist vor allem die Entwicklung eines geeigneten formalen und semanti-
schen Rahmens zur Handhabung mit Unsicherheit behafteter und ggf. impréziser
Daten wichtig [36]. Dieser Rahmen wird sich natiirlich stark an der von dem wissens-
basierten System zu losenden Aufgabe orientieren miissen. Eine in Anwendungen
sehr hiufig vorkommende Aufgabe besteht nun in folgendem: Jeder Zustand eines
zu modellierenden Weltausschnitts sei durch ein Tupel von Werten endlich vieler
Merkmale (Attribute, Variablen) beschreibbar. Gegeben generisches (d.h. bereichs-
spezifisches) Wissens iiber die Abhéngigkeiten zwischen den Merkmalen und Ewvi-
denzwissen iiber die in einer konkreten Situation vorliegenden bzw. (bei unscharfer
Beobachtung) méglichen Merkmalswerte soll der wahre, aber unbekannte Zustand
des Weltausschnitts so genau wie moglich beschrieben werden. In der medizinischen
Diagnose ist z.B. der zu modellierende Weltausschnitt der Gesundheitszustand eines
Patienten. Er wird durch mehrere zueinander in Beziehung stehende Merkmale wie
Krankheiten, Symptome und bestimmte Mefigrofen (Blutdruck, Puls, Kérpertem-
peratur etc.) beschrieben. Das generische Wissen besteht in medizinischen Regeln
(z.B. iiber den Zusammenhang von Krankheiten und Symptomen), Erfahrungswer-
ten von Arzten und Datenbanken von Fallbeispielen (z.B. Krankengeschichten).
Das Evidenzwissen besteht aus einer (unvollstéindigen) Menge von Merkmalswerten
des zu behandelnden Patienten, die durch eine Befragung und Untersuchung dieses
Patienten bekannt werden. Das Ziel der Diagnose ist, den Krankheitszustand des
Patienten aus dem generischen und dem Evidenzwissen so genau wie moglich zu
bestimmen.

Sind die Abhéngigkeiten zwischen den Merkmalen zwar mit Unsicherheit be-
haftet, aber doch so beschaffen, daf} sie eine Zerlegung auf der Basis eines geeigneten
Konzeptes bedingter Unabhdngigkeit der Merkmale zulassen, so kann man zum Auf-
bauen der Abhingigkeitsstruktur der Merkmale (Erwerb des generischen Wissens)
und zum effizienten Schluifolgern innerhalb der gelernten Struktur (Ausnutzen des
Evidenzwissens, um den tatséchlichen Zustand moglichst genau zu bestimmen) sehr
gut Methoden der graphischen Modellierung anwenden [6]. Graphische Modelle wer-
den in so unterschiedlichen Bereichen wie Diagnostik, Expertensysteme, Planungs-
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systeme, Datenanalyse und Regelung verwendet.

Ein graphisches Modell zur Darstellung unsicheren Wissens besteht aus zwei
Teilen: einem qualitativen und einem gquantitativen. Der qualitative (strukturelle)
Teil ist ein Graph (daher der Name graphische Modelle), zum Beispiel ein ge-
richteter azyklischer Graph (directed acyclic graph, DAG) oder ein ungerichteter
Graph (undirected graph, UG). Dieser Graph beschreibt auf eindeutige Weise die
bedingten Unabhéngigkeiten, die zwischen den durch Knoten dargestellten Merk-
malen bestehen. Der quantitative Teil eines graphischen Modells ist eine Familie
von Verteilungsfunktionen auf Unterrdumen des vieldimensionalen Wertebereiches
der betrachteten Merkmale. Fiir gerichtete azyklische Graphen werden bedingte
Verteilungsfunktionen benutzt, die die Unsicherheit iiber die Werte eines Merkmals
in Abhéingigkeit von den moglichen Belegungen aller im Graphen vorhandenen di-
rekten Vorginger dieses Merkmals beschreiben. In der medizinischen Diagnostik
konnte es sich z.B. um eine bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber das Auf-
treten eines bestimmten Symptoms handeln, gegeben das Vorliegen einer Krankheit
und/oder eines bestimmten physiologischen Zustandes. Fiir ungerichtete Graphen
werden (unbedingte) Marginalverteilungen auf einer von dem Graphen induzierten
Hypergraphstruktur verwendet, die jeweils auf dem gemeinsamen Wertebereich der
in einer Hyperkante enthaltenen Merkmale definiert werden. Hier wiirde z.B. eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung {iber das gemeinsame Auftreten bzw. Nichtauftreten
einer Krankheit und bestimmter Symptome angegeben. Schlu3folgerungen werden
in graphischen Modellen gezogen, indem man die Belegungen einzelner anwendungs-
abhéngig zuginglicher Merkmale (das Evidenzwissen) nutzt, um die Verteilungen
einzuschriinken und so die revidierten Marginalverteilungen aller im Graphen vor-
kommenden Merkmale zu berechnen. Aus den Eigenschaften eines Patienten (Ge-
schlecht, Alter etc.) und seinen Symptomen werden so z.B. Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen iiber moglichen Krankheiten bestimmt.

Am weitesten entwickelt fiir unsicheres Schlielen in wissensbasierten Systemen
sind probabilistische Netze (Bayes-Netze und Markov-Netze), fiir die Entwicklungs-
umgebungen wie z.B. HUGIN erhiltlich sind [39, 27]. Bayes-Netze und Markov-
Netze beruhen auf probabilistischen Modellen (d.h. bedingten oder unbedingten
Wahrscheinlichkeitsverteilungen — wie in den obigen Beispielen angedeutet) zur
Darstellung des generischen Wissens, das folglich zwar mit Unsicherheit behaftet
sein darf, aber prizise sein muf (siehe oben). In der industriellen Praxis wird je-
doch haufig darauf hingewiesen, daf} die gemeinsame Modellierung von Unsicherheit
und Imprézision in vielen Anwendungen die angemessene Vorgehensweise sei. Dies
fiithrt bei probabilistischen Ansétzen dazu, dal Familien von Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen betrachtet werden miissen, was im allgemeinen erhebliche Komplexitéts-
probleme fiir das Schlufolgern in graphischen Modellen mit sich bringt. Wegen
dieser Komplexitidtsprobleme bei imprizisen (mengenwertigen) Daten sollten auch
solche Modellierungen beriicksichtigt werden, die eine geeignete vereinfachende In-
formationskompression verwenden und so approximatives Schlieflen ermoglichen.
Hier bietet sich die Possibilitéitstheorie an. Ahnlich wie in der Regelungstechnik ein
Fuzzy-Regler als Werkzeug zur (informationskomprimierten) Interpolation zwischen
Punkten in vagen Umgebungen aufgefafit werden kann, kann ein possibilitisches
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graphisches Modell als Werkzeug zum (informationskomprimierten) approximati-
ven Schliefen unter Unsicherheit und Imprézision in wissensbasierten Systemen
gesehen werden.

Bevor ein graphisches Modell zum Schluf)folgern iiber konkrete Situationen
eingesetzt werden kann, muf} es natiirlich erstellt werden, d.h. das generische Wis-
sen iiber den zu modellierenden Weltausschnitt mufl durch einen passenden Un-
abhéangigkeitsgraphen und die zugehorige Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen dargestellt werden. Diese notwendige Vorarbeit ist nicht zu unterschétzen. Teils
kann sie von Bereichsexperten iibernommen werden, doch ist sie oft miihselig und
langwierig. Giinstiger ist es, wenn man auf automatische Verfahren zuriickgreifen
kann, die eine Datenbank von Fallbeispielen (wie sie im Zuge der durch die moderne
Hard- und Softwareentwicklung immer besseren Datenverwaltung oft zur Verfiigung
stehen) benutzen, um ein graphisches Modell zu konstruieren. Sind die Fallbeispie-
le prézise, wird man aus ihnen eine Wahrscheinlichkeitsverteilung schitzen und
zwangsldufig zu probabilistischen graphischen Modellen gelangen. Liegt jedoch Im-
prézision vor — die sich dadurch &duflert, daf eine eine hdhere Anzahl von Fall-
beispielen nicht durch einzelne Datentupel, sondern nur durch Mengen moglicher
Datentupel beschrieben werden kénnen — empfiehlt sich der Ubergang zu possibi-
listischen graphischen Modellen. Die Gesamtheit der Fallbeispiele kann dann, wie
im vorhergehenden Abschnitt beschrieben, als (generalisierte) Zufallsmenge gesehen
und informationskomprimiert als Possibilitédtsverteilung dargestellt werden.

Um possibilistische graphische Modelle auf die beschriebene Weise einsetzen
zu konnen, miissen theoretische Grundlagen und Algorithmen erarbeitet werden,
wie sie in den letzten fiinfzehn Jahren fiir die probabilistischen graphischen Modelle
geschaffen wurden [39, 6]. Die erste durchgéingige Entwicklung einer Theorie possibi-
listischer graphischer Modelle ist in [14] zu finden. Sie umfaft die Beschreibung einer
auf dem Kontextmodell (vgl. den vorhergehenden Abschnitt) beruhenden Seman-
tik von Possibilitdtsverteilungen, die zu ihr konsistente Definition einer (bedingten)
possibilistischen Unabhéngigkeit mit passendem Faktorisierungskriterium, hierauf
aufbauend die adidquate Definition und Interpretation bedingter possibilistischer
Unabhéngigkeitsgraphen sowie die Formulierung eines Satzes zur Zerlegung von
Possibilitatsverteilungen, der zu dem aus der Wahrscheinlichkeitstheorie bekannten
Hammersley-Clifford-Theorem analog ist.

Diese Theorie ermoglicht es nicht nur, effiziente Propagationsalgorithmen fiir
das Schlieflen in possibilistischen graphischen Modellen mit Hyperbaumstruktur
zu entwickeln, sondern die gelieferten Inferenzergebnisse auch zur Entscheidungs-
findung in Anwendungsproblemen auszunutzen. Neben diesen fiir die Entwicklung
von wissensbasierten Systemen wichtigen Ergebnissen ist eine aus der Sicht der
Datenanalyse (Data Mining) interessante Konsequenz die Moglichkeit, possibili-
stische graphische Modelle aus Stichproben impriziser, voneinander unabhingiger
Fallbeispiele zu erlernen. Die Lernaufgabe besteht darin, aus einer gewéhlten Klasse
graphischer Modelle diejenige Zerlegung der aus den Fallbeispielen schétzbaren ge-
meinsamen Possibilitdtsverteilung der Variablen des betrachteten Weltausschnitts
zu berechnen, die die gemeinsame Verteilung am besten annéhert. Um die Giite eines
konstruierten Modells bewerten zu kénnen, benétigt man ein Mafl der Nichtspezifi-
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1 — parental error 12 — offspring ph.gr. 1
2 — dam correct? 13 — offspring ph.gr. 2
3 — sire correct? 14 — offspring genotype

4 — stated dam ph.gr. 1 15 — factor 40
5 — stated dam ph.gr. 2 16 — factor 41
6 — stated sire ph.gr. 1 17 — factor 42
7 — stated sire ph.gr. 2 18 — factor 43

8 — true dam ph.gr. 1 19 — lysis 40
9 — true dam ph.gr. 2 20 — lysis 41
10 — true sire ph.gr. 1 21 — lysis 42
11 — true sire ph.gr. 2 22 — lysis 43

Die grauen Knoten entsprechen beobachtbaren Merk-
malen. Knoten 1 kann entfernt werden, um die Kon-
struktion des Cliquenbaumes zu vereinfachen.

Abbildung 17.1 Von Rinderexperten entworfenes Bayessches Netz
zur Blutgruppenbestimmung bei dédnischen Jersey-Rindern.
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Tabelle 17.1 Ein Auszug aus der Datenbank zur Blutgruppenbestimmung
bei dénischen Jersey Rindern.

zitét der durch eine Possibilitéitsverteilung dargestellten Information. [18, 19] zeigen,
daf} ein auf der Hartley-Information beruhendes possibilistisches Informationsma-
Bes zur Entwicklung eines effizienten Lernverfahrens geeignet ist. Auflerdem kann
man die Ideen verschiedener probabilistischer Mafie auf den possibilistischen Fall
iibertragen und so weitere Mafle erhalten [4, 5]. Die sich ergebenden Lernverfahren
sind sowohl als Erweiterung des an der TU Braunschweig entwickelten Programms
POSSINFER (POSSibilistic INFERence) [17] und des an der TU Braunschweig
und der Universitdt Magdeburg in Zusammenarbeit mit dem Forschungszentrum
Ulm der Daimler-Benz AG entwickelten Programmprototyps INES (Induktion von
NEtzwerkStrukturen aus Daten), mit dem sich auch probabilistische Netze aus Da-
ten lernen lassen, implementiert [4, 5].
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17.6 Anwendung possibilistischer Netze

Auch wenn eine gute Theorie das praktischste Ding ist, das man haben kann, so
muf sich doch jede Theorie in einem Test an der Wirklichkeit bewé&hren. Als Beispiel
fiir eine Anwendung der Theorie des Lernens possibilistischer graphischer Modelle
aus Daten wihlen wir hier das Problem der Blutgruppenbestimmung bei dénischen
Jersey Rindern [47]. Zur Losung dieses Problems wurde von Rinderexperten ein
Bayessches Netz (probabilistisches Schlufifolgerungsnetz) entworfen (siche Abbil-
dung 17.1). AuBerdem gibt es eine Datenbank von 500 Beispielfiillen (ein Auszug
aus dieser Datenbank ist in Tabelle 17.1 gezeigt). Aus dieser Datenbank gilt es, ein
entsprechendes Schlufifolgerungsnetz zu lernen, wobei das von den Rinderexperten
entworfene Bayessche Netz als Qualitdtsmafistab dient.

Das Problem, das sich bei der Verwendung dieser Datenbank stellt, ist, dafl
sie eine relativ hohe Zahl unbekannter Werte enthélt — nur knapp iiber die Hilfte
aller Tupel sind vollstéindig (man sieht dies bereits an dem in Tabelle 17.1 gezeigten
Ausschnitt: die Sterne markieren unbekannte Werte). Unbekannte Werte stellen nun
aber imprézise Information dar, denn der wahre Wert kann ein beliebiger aus dem
zugehorigen Wertebereich sein. Ein unvollstédndiges Tupel ist folglich eine imprézise
Beschreibung der Verhéltnisse in einem konkreten Fall, da es als Menge mogli-
cher vollstandiger Tupel gedeutet werden kann. Diese Imprézision mufl zusitzlich
zu der Unsicherheitsinformation, die man aus der relativen Haufigkeit verschiede-
ner Merkmalswertkombinationen in der Datenbank erhélt, beriicksichtigt werden.
Noch schwieriger wird das Problem natiirlich, wenn {iber ein Merkmal gewisse In-
formation vorliegt, also die Menge moglicher Werte eingeschriankt werden kann,
jedoch nicht auf einen Wert. Fiir rein probabilistische Ansétze bringt das nicht ge-
ringe Schwierigkeiten mit sich, wenn man auch auf keine prinzipielle Unmoglichkeit
stoft. Gewohnlich besteht die einzig praktikable Losung darin, einfach alle Tupel zu
entfernen, in denen impriizise (mengenwertige) Information vorliegt. Damit wird im
vorliegenden Beispiel allerdings viel Information verschenkt, obwohl es immer noch
moglich ist, durch ein Lernverfahren fiir Bayessche Netze die Netzstruktur zu be-
stimmen. Dies liegt jedoch i.w. daran, dafl die Abh#ngigkeiten relativ stark sind und
daher die verbleibenden vollstéindigen Tupel fiir die Netzbestimmung ausreichen.

Verwendet man dagegen Lernverfahren fiir possibilistische graphische Modelle,
so tritt das Problem, wie mit den unbekannten Werten umzugehen sei, gar nicht
auf, da die Possibilitdtstheorie ja besonders zur Behandlung mengenwertiger In-
formation geeignet ist. Folglich brauchen keine Tupel entfernt oder in besonderer
Weise behandelt zu werden. Ein Test des gelernten possibilistischen Netzwerks zeigt,
daf} seine Qualitdt mit der eines gelernten Bayesschen Netzes vergleichbar ist. Wir
konnen also schlieflen, dafl possibilistische Methoden in der Datenanalyse eine be-
achtenswerte Alternative zu den etablierten probabilistischen Methoden darstellt.
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